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Àííîòàöèÿ

Òåêñò àííîòàöèè

1 Ââåäåíèå

Íà÷èíàÿ ãîâîðèòü î òàêîé îáøèðíîé òåìå, êàê àíàëèç àëèàñîâ, ñòîèò
ïðåæäå âñåãî ïðîÿñíèòü ÷òî æå òàêîå àëèàñ è ïî÷åìó èõ òàê âàæíî àíà-
ëèçèðîâàòü.

1.1 Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå 1 (Àëèàñ). Àëèàñîì 1 áóäåì íàçûâàòü ñèòóàöèþ, â êîòî-
ðîé äîñòóï ê îäíîìó è òîìó æå ó÷àñòêó ïàìÿòè ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ
ïîä ðàçíûìè èìåíàìè.

Ïðèìåð 1. Â äàííîì ïðèìåðå 2 ∗p è ∗q ÿâëÿþòñÿ àëèàñîì.

A *p, *q;

p = new A();

q = p;

Ëèñòèíã 1: Ïðèìåð àëèàñà

1.2 Ïðèðîäà àëèàñîâ

Îäíàêî, ñòîèò òàêæå ïðîÿñíèòü ïî÷åìó â êîäå ïðîãðàìì ìîãóò âîçíè-
êàòü àëèàñû.
Àëèàñû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè èñïîëüçîâàíèè ñëåäóþùèõ ñóùíîñòåé
(äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ êàæäàÿ êàòåãîðèÿ áóäåò èëëþñòðèðîâàòüñÿ íà-
ãëÿäíûì ïðèìåðîì).

1.2.1 Óêàçàòåëè

Ñàìûì î÷åâèäíûì ñïîñîáîì ïîëó÷åíèÿ àëèàñîâ, êîíå÷íî æå, ÿâëÿþòñÿ
óêàçàòåëè.
Äâà (è áîëåå) ðàçëè÷íûõ óêàçàòåëÿ ìîãóò óêàçûâàòü íà îäíó îáëàñòü â
ïàìÿòè, îáðàçóÿ ïðè ýòîì àëèàñ. Èëè æå óêàçàòåëü ìîæåò óêàçûâàòü íà
îáëàñòü ïàìÿòè, â êîòîðîé ðàñïîëîæåíà íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ è áûòü,

1Â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå àëèàñû òàêæå íàçûâàþò ïñåâäîíèìàìè èëè ñèíîíè-

ìàìè
2Çäåñü è äàëåå â ëèñòèíãàõ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ÿçûê C/C++, òàê êàê äëÿ íåãî

íàèáîëåå îñòðî ñòîèò ïðîáëåìà àíàëèçà àëèàñîâ
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ñîîòâåòñòâåííî, åå àëèàñîì.
Ïðèìåð 2. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà àëèàñà íà óêàçàòåëÿõ ìîæíî âçÿòü óæå
óïîìÿíóòûé ïðèìåð1, à òàêæå äîáàâèòü åùå îäèí.

int x, *y;

y = &x;

Ëèñòèíã 2: Ïðèìåð àëèàñà íà óêàçàòåëÿõ

Â äàííîì ñëó÷àå x è ∗y - àëèàñ.

1.2.2 Ïåðåäà÷à ïàðàìåòðîâ ïî ññûëêå

Â ñëó÷àå ïîëó÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïî ññûëêå ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü è
ïàðî÷êó àëèàñîâ àðãóìåíòîâ ôóíêöèè, êàê ìåæäó ñîáîé, òàê è ñ ãëî-
áàëüíûìè ïåðåìåííûìè.

Ïðèìåð 3. Â äàííîì ïðèìåðå àëèàñàìè ÿâëÿþòñÿ x è ãëîáàëüíàÿ ïå-
ðåìåííàÿ a, à òàêæå àðãóìåíòû y, z è ëîêàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ b.

int a;

void foo(int &x, int &y, int &z) {

. . .

}

int main() {

. . .

int b;

foo(a, b, b);

. . .

}

Ëèñòèíã 3: Ïðèìåð àëèàñà ïðè ïåðåäà÷å ïàðàìåòðîâ ïî ññûëêå

1.2.3 Èíäåêñàöèÿ ìàññèâà

Åñëè ãîâîðèòü î ìàññèâàõ, òî ðàçíûå èíäåêñíûå âûðàæåíèÿ (â îñîáåí-
íîñòè â öèêëàõ) ìîãóò ïðèâåñòè ê ðàâåíñòâó èíäåêñîâ è, ñëåäîâàòåëüíî,
ê îáðàùåíèþ ê òîé æå ÿ÷åéêå ïàìÿòè (ò.å. ê ïîÿâëåíèþ àëèàñà).

Ïðèìåð 4. Â äàííîì ïðèìåðå èíäåêñíûå âûðàæåíèÿ i è 9 − i ðàâíû
ïðè i = 5, ò.å. ïðè i = 5 a[i] è a[9− i] ÿâëÿþòñÿ àëèàñîì.

int a[10];

. . .

for (int i = 0; i <= 9; ++i) {

a[i] = a[9 - i] + 3;

}

Ëèñòèíã 4: Ïðèìåð àëèàñà, ïîðîæäåííîãî ðàçëè÷íûìè èíäåêñíûìè âû-
ðàæåíèÿìè
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1.2.4 Ïîëèìîðôíûå ñòðóêòóðû äàííûõ

Â äàííîì ñëó÷àå (â êîíòåêñòå ÿçûêà C) ñòîèò ãîâîðèòü î union. Äàííàÿ
ñòðóêòóðà ïî ñâîåé ïðèðîäå ïîäðàçóìåâàåò àëèàñ.

Ïðèìåð 5. Â äàííîì ïðèìåðå àëèàñîì ÿâëÿþòñÿ x.a è x.b.

union {

int a;

double b;

} x;

Ëèñòèíã 5: Ïðèìåð àëèàñà ïðè èñïîëüçîâàíèè union

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî àëèàñû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è ëþáîé êîìáèíà-
öèåé èç ðàññìîòðåííûõ âûøå ñïîñîáîâ.

Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà òàêîå êîëè÷åñòâî âîçìîæíîñòåé ïîÿâëåíèÿ àëèà-
ñà, î÷åíü ÷àñòî ìîæíî òî÷íî ñêàçàòü îá îòñóòñòâèè àëèàñà.

1.2.5 Ñëó÷àè ãàðàíòèðîâàííîãî îòñóòñòâèÿ àëèàñà

Ïðèìåð 6.

void foo() {

. . .

int i, j;

. . .

}

Ëèñòèíã 6: Ñòàòè÷åñêè àëëî-
öèðîâàííûå îáúåêòû

Ïðèìåð 7.

void bar() {

. . .

p = new TreeNode ();

p->left = new TreeNode ();

p->right = new TreeNode ();

. . .

}

Ëèñòèíã 7: Äèíàìè÷åñêè àëëîöèðîâàí-
íûå îáúåêòû

Â äàííûõ ïðèìåðàõ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî i è j, à òàêæå p, p→ left è
p→ right ãàðàíòèðîâàííî íå ÿâëÿþòñÿ àëèàñàìè.

1.3 Âàæíîñòü àíàëèçà àëèàñîâ

Ïåðåä ôîðìàëüíûì ââåäåíèåì â àíàëèç àëèàñ æåëàòåëüíî ïîíÿòü çà÷åì
åãî íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü è ïî÷åìó äàííàÿ çàäà÷à ñòîëü âîñòðåáîâàíà.

Ïðåæäå âñåãî àíàëèç àëèàñîâ èìååò îñîáóþ âàæíîñòü äëÿ êîìïèëÿòîð-

íûõ îïòèìèçàöèé, ò.ê. ìîæåò íàïðÿìóþ âëèÿòü íà ðåçóëüòàòû èõ ðàáî-
òû. Äëÿ áîëåå ÿñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òàêîãî ðîäà ýôôåêòîâ áóäåò ðàñ-
ñìîòðåíî íåñêîëüêî ðàñïðîñòðàíåííûõ îïòèìèçàöèé è ïðèìåðîâ âëèÿ-
íèÿ àëèàñîâ íà íèõ.
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1.3.1 Óñòðàíåíèå îáùèõ ïîäâûðàæåíèé

Ïðèìåð 8. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå îïòèìèçàöèÿ óñòðàíåíèÿ îá-

ùèõ ïîäâûðàæåíèé 1 ìîãëà áû óäàëèòü îáùåå ïîäâûðàæåíèå a + b è
ïîëó÷èòü êîä, êîòîðûé âû÷èñëÿåò åãî åäèíîæäû[ëèñòèíã 9].

*p = a + b;

c = a + b;

Ëèñòèíã 8: Äî îïòèìèçàöèè

t = a + b;

*p = t;

c = t;

Ëèñòèíã 9: Ïîñëå îïòèìèçàöèè

Îäíàêî, äàííàÿ îïòèìèçàöèÿ ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà òîëüêî â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà èçâåñòíî, ÷òî ∗p íå ÿâëÿåòñÿ àëèàñîì íè äëÿ a, íè äëÿ b.

1.3.2 Ïåðåìåùåíèå êîäà èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíîãî öèêëà

Ïðèìåð 9. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå îïòèìèçàöèÿ ïåðåìåùåíèÿ êî-

äà 2 ìîãëà áû ïåðåìåñòèòü ïîäâûðàæåíèå ∗p + a çà ãðàíèöó öèêëà è
ïîëó÷èòü êîä[ëèñòèíã 11], íå âû÷èñëÿþùèé îäíî è òî æå âûðàæåíèå íà
êàæäîé èòåðàöèè.

while (--i >= 0) {

c[i] = *p + a;

}

Ëèñòèíã 10: Äî îïòèìèçàöèè

t = *p + a;

while (--i >= 0) {

c[i] = t;

}

Ëèñòèíã 11: Ïîñëå îïòèìèçàöèè

Îäíàêî, ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíî,
÷òî ∀i ∈ [0, n) âåðíî, ÷òî ∗p è c[i] íå ÿâëÿþòñÿ àëèàñîì.

1Óñòðàíåíèå îáùèõ ïîäâûðàæåíèé - êîìïèëÿòîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ, êîòîðàÿ èùåò
â ïðîãðàììå îäèíàêîâûå âû÷èñëåíèÿ è óäàëÿåò âòîðîå è ïîñëåäóþùèå âõîæäåíèÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî âûðàæåíèÿ, çàìåíÿÿ åãî óæå âû÷èñëåííûì çíà÷åíèåì

2Ïåðåìåùåíèå êîäà èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî öèêëà - êîìïèëÿòîðíàÿ îïòèìè-
çàöèÿ, êîòîðàÿ ïåðåìåùàåò çà ïðåäåëû öèêëà êîä, ïåðåìåùåíèå êîòîðîãî íèêàê íå
ïîâëèÿåò íà ñåìàíòèêó öèêëà è ïðîãðàììû â öåëîì
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1.3.3 Ðàñïðîñòðàíåíèå êîíñòàíò

Ïðèìåð 10. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå îïòèìèçàöèÿ ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ êîíñòàíò 1 ìîãëà áû ðàñïðîñòðàíèòü çíà÷åíèå êîíñòàíòíîé ïåðå-
ìåííîé x è ïîëó÷èòü êîä[ëèñòèíã 13].

x = 3;

*p = 4;

y = x;

Ëèñòèíã 12: Äî îïòèìèçàöèè

x = 3;

*p = 4;

y = 3;

Ëèñòèíã 13: Ïîñëå îïòèìèçàöèè

Îäíàêî, ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíî,
÷òî ∗p è x íå ÿâëÿþòñÿ àëèàñîì.

1.3.4 Ðàñïðåäåëåíèå ðåãèñòðîâ

Â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ ðåãèñòðîâ 2 àíàëèç àëèàñîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåìåííîé â ïðèíöèïå áûë áû
ñîïîñòàâëåí íåêîòîðûé ðåãèñòð. Òî åñòü íà âðåìÿ íàõîæäåíèÿ ïåðåìåí-
íîé â ðåãèñòðå íåîáõîäèìî áûòü óâåðåííûì, ÷òî íå ïðîèñõîäèò çàïè-
ñè/÷òåíèÿ äàííîé ïåðåìåííîé ÷åðåç åå àëèàñ.

Ïðèìåð 11. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ïðè ðàñïðåäåëåíèè ðåãèñòðîâ
ïåðåìåííàÿ x íà âðåìÿ öèêëà ìîãëà áûòü ðàçìåùåíà íà ðåãèñòðå, ÷òî
çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèëî áû ÷èñëî îáðàùåíèé ê ïàìÿòè.

x = 0;

. . .

while (--i >= 0) {

*p += a[i];

x += a[i];

}

Ëèñòèíã 14: Ðàñïðåäåëåíèå ðåãèñòðîâ

Îäíàêî, åñëè ∗p ÿâëÿåòñÿ àëèàñîì äëÿ x, íà âûõîäå èç öèêëà (ïîñëå

îïòèìèçàöèè) x =
n−1∑
i=0

a[i], õîòÿ áåç ðàçìåùåíèÿ íà ðåãèñòðå áûëî áû

x = 2 ∗
n−1∑
i=0

a[i], ÷òî, î÷åâèäíûì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíûì ïîâå-

äåíèåì ïðîãðàììû.

1Ðàñïðîñòðàíåíèå êîíñòàíò - êîìïèëÿòîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ, óìåíüøàþùàÿ ÷èñëî
èçáûòî÷íûõ âû÷èñëåíèé çàìåíîé êîíñòàíòíûõ âûðàæåíèé è ïåðåìåííûõ èõ çíà÷å-
íèÿìè

2Ðàñïðåäåëåíèå ðåãèñòðîâ - êîìïèëÿòîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ, ñîñòîÿùàÿ â îòîáðàæå-
íèè ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ ïðîãðàììû â ìíîæåñòâî ðåãèñòðîâ öåëåâîãî ïðîöåññîðà
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Ðàññìîòðåííûå îïòèìèçàöèè íå ïîêðûâàþò âñåãî ñïåêòðà ïðîáëåì,
îäíàêî, õîðîøî äåìîíñòðèðóþò òîò êëàññ ïðîáëåì, êîòîðûé ìîæåò áûòü
âûçâàí íåçíàíèåì íàáîðà àëèàñîâ ïðîãðàììû, à òàêæå âîçìîæíûå ìàñ-
øòàáû óïóùåííîé âûãîäû.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Òåïåðü ñòîèò ñêàçàòü ñîáñòâåííî î ñàìîé çàäà÷å àíàëèçà àëèàñîâ.

2.1 Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V - ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ â ïðîãðàììå, à D - ìíîæåñòâî ðåøåíèé.
×àùå âñåãî âûáèðàþòD ñëåäóþùåãî âèäà: |D| = 3,D = {must,may, never},
ãäå1 :

• must îòâå÷àåò òîìó, ÷òî äâå ïåðåìåííûå òî÷íî ÿâëÿþòñÿ àëèà-
ñîì, ò.å. èçìåíåíèå îäíîé âñåãäà âëå÷åò çà ñîáîé èçìåíåíèå âòîðîé
ïåðåìåííîé

• may îòâå÷àåò òîìó, ÷òî äâå ïåðåìåííûå ìîãóò áûòü àëèàñîì, ò.å.
èçìåíåíèå îäíîé ìîæåò ïîâëå÷ü çà ñîáîé èçìåíåíèå âòîðîé ïåðå-
ìåííîé, à ìîæåò è íåò

• never îòâå÷àåò òîìó, ÷òî äâå ïåðåìåííûå òî÷íî íå ÿâëÿþòñÿ àëè-
àñàìè, ò.å. èçìåíåíèå îäíîé íèêîãäà íå âëå÷åò çà ñîáîé èçìåíåíèå
âòîðîé ïåðåìåííîé

Îïðåäåëåíèå 2 (Àíàëèç àëèàñîâ). Àíàëèçîì àëèàñîâ íàçîâåì îòîáðà-
æåíèå ϕ : V × V → D òàêîå, ÷òî ∀a, b ∈ V → ϕ(a, b) = ϕ(b, a).

Òî åñòü, àíàëèç àëèàñîâ åñòü ñîïîñòàâëåíèå êàæäîé ïàðå ïåðåìåííûõ
íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ î òîì, ìîãóò ëè äàííûå ïåðåìåííûå áûòü àëèàñîì
èëè íåò.

2.2 Ñðàâíåíèå

Ââåäåì òàêæå ñðàâíåíèå 2 ðàçëè÷íûõ àíàëèçîâ àëèàñîâ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü ϕ è ψ - àíàëèçû àëèàñîâ. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ϕ ñëàáåå ψ è îáîçíà÷àòü ϕ ≤ ψ, åñëè

∀v1, v2 ∈ V → ϕ(v1, v2) =


must, òîëüêî åñëè ψ(v1, v2) = must

never, òîëüêî åñëè ψ(v1, v2) = never

may, ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ψ(v1, v2)
1Ïî ñóòè ñâîåé òàêîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñîîòâòåòñâóåò òðåõçíà÷íîé ëîãèêå
2Íå âñÿêèå äâà àíàëèçà àëèàñîâ ìîæíî ñðàâíèòü ïðè ïîìîùè äàííîé îïåðàöèè

îòíîøåíèÿ
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Îïðåäåëåíèå 4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ϕ ñòðîãî ñëàáåå ψ è îáîçíà÷àòü
ϕ < ψ, åñëè ϕ ≤ ψ è ∃v, w ∈ V : ψ(v, w) ∈ {must, never}, ϕ(v, w) = may.

Òî åñòü, åñëè ϕ ≤ ψ è äëÿ íåêîòîðûõ v, w ∈ V âûïîëíÿåòñÿ ϕ(v, w) =
must, òî ψ(v, w) = must. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî. Àíàëîãè÷-
íîå âåðíî è äëÿ never.

Óòâåðæäåíèå 1. Ââåäåííàÿ îïåðàöèÿ ñðàâíåíèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì

òðàíçèòèâíîñòè, òî åñòü, åñëè ϕ,ψ è χ - àíàëèçû àëèàñîâ è ϕ ≤ ψ,
ψ ≤ χ, òî âåðíî, ÷òî ϕ ≤ χ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñå v, w ∈ V : ϕ(v, w) = must. Òàê êàê ϕ ≤
ψ, òî ψ(v, w) = must. Òàê êàê ψ ≤ χ, òî χ(v, w) = must. Ïîëó÷èëè, ÷òî
åñëè ϕ(v, w) = must, òî χ(v, w) = must. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü,
÷òî åñëè ϕ(v, w) = never, òî χ(v, w) = never. Òî åñòü ϕ ≤ χ.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíîñòü ñòðîãîãî ñðàâíåíèÿ.

2.3 Êîíñåðâàòèâíîñòü

Êàê âû ìîãëè äîãàäàòüñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü âñå òàêèå îòîáðàæåíèÿ,
òîëêó îò ýòîãî áóäåò, ìÿãêî ãîâîðÿ, íèêàêîãî. Àíàëèç àëèàñîâ, åñòåñòâåí-
íî, äîëæåí áûòü ñâÿçàí ñ ñåìàíòèêîé êîíêðåòíîé ïðîãðàììû.

Äëÿ êàæäîé ïðîãðàììû ñóùåñòâóåò àíàëèç àëèàñîâ, êîòîðûé íàèáî-
ëåå òî÷íî îïèñûâàåò êîíêðåòíî åå. Òàêîé àíàëèç àëèàñîâ áóäåì íàçûâàòü
òî÷íûì è îáîçíà÷àòü φ∗.

Îïðåäåëåíèå 5. Àíàëèç àëèàñîâ ϕ áóäåì íàçûâàòü êîíñåðâàòèâíûì,
åñëè ϕ ≤ φ∗.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü ϕ è ψ - àíàëèçû àëèàñîâ. Òîãäà, åñëè ϕ êîí-

ñåðâàòèâåí è ψ ≤ ϕ, òî ψ êîíñåðâàòèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òðàíçè-
òèâíîñòè ñðàâíåíèÿ: ψ ≤ ϕ,ϕ ≤ φ∗ ⇒ ψ ≤ φ∗

Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò î÷åâèäíûé àíàëèç àëèàñîâ, ÿâëÿþùèéñÿ ïðè
ýòîì êîíñåðâàòèâíûì.

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì íàçûâàòü òðèâèàëüíûì è îáîçíà÷àòü φ− àíà-
ëèç àëèàñîâ òàêîé, ÷òî

∀v, w ∈ V → φ−(v, w) = may

Åñëè ãîâîðèòü îá àíàëèçå àëèàñîâ â êîíòåêñòå êîìïèëÿòîðíûõ îïòè-
ìèçàöèé, òî èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ëèøü êîíñåðâàòèâíûå îòîáðà-
æåíèÿ, ò.å. çàäà÷à ñîñòîèò â ïîèñêå ϕ : φ− ≤ ϕ ≤ φ∗.
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2.4 Êîìïîçèöèÿ

Îïðåäåëåíèå 7 (Óòî÷íåíèå). Íà ìíîæåñòâå ðåøåíèéD îïåðàöèåé óòî÷-
íåíèÿ íàçîâåì áèíàðíóþ îïåðàöèþ × ñî ñëåäóþùåé òàáëèöåé èñòèííî-
ñòè 1 :

× never must may

never never - never
must - must must
may never must may

Îïåðàöèÿ óòî÷íåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé è àññîöèàòèâíîé, ÷òî
ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ èç òàáëèöû èñòèííîñòè.

Îïðåäåëåíèå 8 (Êîìïîçèöèÿ). Êîìïîçèöèåé àíàëèçîâ àëèàñîâ ϕ è ψ
áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùèé îïåðàöèþ:

χ = ϕ ◦ ψ ⇔ ∀v, w ∈ V → χ(v, w) = ϕ(v, w)× ψ(v, w)

Èç êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè óòî÷íåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò è êîììóòàòèâíîñòü è àññîöèàòèâíîñòü êîìïîçèöèè.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü ϕ è ψ - àíàëèçû àëèàñîâ, χ = ϕ ◦ ψ è N =
{(v, w) ∈ V × V : ϕ(v, w), ψ(v, w) ∈ {must, never} è ϕ(v, w) 6= ψ(v, w)},
òîãäà íà ìíîæåñòâå N χ ÿâëÿåòñÿ àíàëèçîì àëèàñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ∀(a, b) ∈ N ðàññìîòðèì χ(a, b) = ϕ(a, b) × ψ(a, b) =
{òàê êàê ϕ è ψ - àíàëèçû àëèàñîâ} = ϕ(b, a)× ψ(b, a) = {òàê êàê (a, b) ∈
N , òî îïåðàöèÿ óòî÷íåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà } = χ(b, a)

2.5 Òåîðåìà î êîìïîçèöèè êîíñåðâàòèâíûõ àíàëèçîâ àëè-
àñîâ

Òåîðåìà 1 (Î êîìïîçèöèè êîíñåðâàòèâíûõ àíàëèçîâ àëèàñîâ). Ïóñòü
ϕ è ψ - êîíñåðâàòèâíûå àíàëèçû àëèàñîâ, òîãäà χ = ϕ ◦ ψ ÿâëÿåòñÿ

îïðåäåëåííûì íà âñåì V×V êîíñåðâàòèâíûì àíàëèçîì àëèàñîâ, ïðè÷åì

ϕ ≤ χ è ψ ≤ χ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî íà òðè ÷àñòè: îïðåäåëåííîñòü
χ íà âñåì V × V, êîíñåðâàòèâíîñòü χ è âûïîëíåíèå ϕ ≤ χ è ψ ≤ χ.

1. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü χ îïðåäåëåí íå âåçäå, òîãäà

∃v, w ∈ V : ϕ(v, w), ψ(v, w) ∈ {must, never} è ϕ(v, w) 6= ψ(v, w)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ(v, w) = never è
ψ(v, w) = must. Òàê êàê ϕ êîíñåðâàòèâåí, òî ϕ(v, w) = never ⇒
φ∗(v, w) = never. Îäíàêî, ψ òîæå êîíñåðâàòèâåí è àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî φ∗(v, w) = must. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

1Ïðî÷åðê îçíà÷àåò, ÷òî íà ýòîé ïàðå îïåðàöèÿ íå îïðåäåëåíà
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2. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü χ íåêîíñåðâàòèâåí, òîãäà

∃v, w ∈ V : χ(v, w) ∈ {must, never} è φ∗(v, w) 6= χ(v, w)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî χ(v, w) = never è
φ∗(v, w) = must. Òàê êàê χ = ϕ◦ψ, òî ϕ(v, w)×ψ(v, w) = never. Îò-
êóäà ñëåäóåò, ÷òî êàê ìèíèìóì îäíî èç ϕ(v, w) è ψ(v, w) ðàâíÿåòñÿ
never. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ(v, w) = never.
Òàê êàê ϕ êîíñåðâàòèâåí, òî ϕ(v, w) = never ⇒ φ∗(v, w) = never.
Îäíàêî, âûøå óæå áûëî îïðåäåëåíî, ÷òî φ∗(v, w) = must. Ïðèøëè
ê ïðîòèâîðå÷èþ.

3. Òàê êàê êîìïîçèöèÿ êîììóòàòèâíà, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
ϕ ≤ χ. Ïîêàæåì, ÷òî

∀v, w ∈ V : ϕ(v, w) ∈ {must, never} ⇒ χ(v, w) = ϕ(v, w)

Âîçüìåì v, w : ϕ(v, w) = never, òîãäà χ(v, w) = never×ψ(v, w). Òàê
êàê χ îïðåäåëåí íà âñåì V × V, òî ψ(v, w) ∈ {never,may}. Òîãäà
χ(v, w) = never. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ v, w : ϕ(v, w) =
must âåðíî, ÷òî χ(v, w) = must. Îòêóäà ïî îïðåäåëåíèþ ϕ ≤ χ.

Äîïîëíåíèå 1. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû î êîìïîçèöèè êîíñåðâàòèâ-

íûõ àíàëèçîâ àëèàñîâ ϕ ≤ ψ, òî χ = ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå v, w ∈ V.
Ïóñòü ψ(v, w) = never. Òàê êàê ψ ≤ χ, òî χ(v, w) = never. Àíàëîãè÷-

íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ψ(v, w) = must, òî χ(v, w) = must.
Ïóñòü ψ(v, w) = may. Òàê êàê èç òåîðåìû ϕ ≤ ψ, òî ϕ(v, w) = may.

Òîãäà χ(v, w) = ϕ(v, w)×ψ(v, w) = may×may = may = ψ(v, w). Îòêóäà
ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèÿ χ è ψ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ v, w ñîâïàäàþò, òî åñòü
χ = ψ.

Äîïîëíåíèå 2. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû î êîìïîçèöèè êîíñåðâàòèâ-

íûõ àíàëèçîâ àëèàñîâ ϕ è ψ íåñðàâíèìû, òî ϕ < χ è ψ < χ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ϕ è ψ íåñðàâíèìû, òî

∃v1, w1 ∈ V : ϕ(v1, w1) = may, à ψ(v1, w1) ∈ {must, never}

∃v2, w2 ∈ V : ψ(v2, w2) = may, à ϕ(v2, w2) ∈ {must, never}

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ψ(v1, w1) = ϕ(v2, w2) = must.
Ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ χ(v1, w1) è χ(v2, w2):

χ(v1, w1) = ϕ(v1, w1)× ψ(v1, w1) = may ×must = must
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χ(v2, w2) = ϕ(v2, w2)× ψ(v2, w2) = must×may = must

Èç òåîðåìû ϕ ≤ ψ. Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî ∃v1, w1 ∈ V : ϕ(v1, w1) =
may, à χ(v1, w1) = must, ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ < χ.
Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåì, ÷òî ψ < χ.

2.6 Ïðîñòåéøèé íåòðèâèàëüíûé àíàëèç àëèàñîâ

Äàííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïîäõîäîì ê àíàëèçó àëèàñîâ, êîòîðûé
ìîæåò ïðåäîñòàâëÿòü õîòü êàêóþ-òî ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ.

Ïåðåä òåì, êàê ïðåäñòàâèòü ñîáñòâåííî àíàëèç àëèàñîâ, ââåäåì íåñêîëü-
êî îáîçíà÷åíèé.

Ïóñòü G ⊆ V - ìíîæåñòâî ãëîáàëüíûõ ïåðåìåííûõ, à
R = {v : v ∈ V, ∃p ∈ V : v = ∗p} - ìíîæåñòâî ðàçûìåíîâàíèé óêàçàòåëåé
(ìíîæåñòâî çíà÷åíèé v èç V òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïåðåìåííàÿ p èç V,
ðàçûìåíîâàíèåì êîòîðîé è ÿâëÿåòñÿ v).

Îáðàùàÿñü òåïåðü ê êîäó öåëåâîé ïðîãðàììû, ðàññìîòðèì âñå v ∈ V
òàêèå, ÷òî ïîäâåðãàëèñü îïåðàöèè âçÿòèÿ àäðåñà, ò.å. â êîäå ïðîãðàììû
ñóùåñòâóåò èíñòðóêöèÿ, â êîòîðóþ âõîäèò &v. Ìíîæåñòâî òàêèõ ïåðå-
ìåííûõ îáîçíà÷èì A.

Àíàëèçîì àëèàñîâ ïî âçÿòèþ àäðåñà (address-taken) íàçîâåì ñëåäó-
þùèé àíàëèç àëèàñîâ:

ϕA(v, w) =


may, åñëè v, w ∈ R
may, åñëè v ∈ R, w ∈ A ∪ G
never, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

Ïðèìåð 12. Ïîñòðîèì ϕA äëÿ äàííîãî ïðèìåðà.
Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ìíîæåñòâà V,G,R è A.

int c;

void foo() {

int a, b, *p, *q;

p = &a;

a = 3, b = 4;

. . .

*q = 5;

}

V = {a, b, c, p, q, ∗p, ∗q, . . . }.
G = {c}, ò.ê. ïåðåìåííàÿ c - ãëîáàëüíàÿ.
A = {a}, ò.ê. â êîäå ïðîãðàììû ïðèñóòñòâóåò èíñòðóêöèÿ p = &a.
R = {∗p, ∗q}, ò.ê. p, q ∈ V.
Òîãäà ϕA(∗p, ∗q) = ϕA(∗p, a) = ϕA(∗q, a) = ϕA(∗p, c) = ϕA(∗q, c) =

may. Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé èç V × V ôóíêöèÿ ϕA ðàâíà never.
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Â äàííîì ñëó÷àå, àíàëèç àëèàñîâ ïîçâîëèò ïîíÿòü, ÷òî ó ïåðåìåííîé
b íåò àëèàñîâ, ÷åãî íå ìîã äàòü òðèâèàëüíûé ïîäõîä.

3 Âèäû àíàëèçîâ

Îòòàëêèâàòüñÿ îò òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ ïîèñêà ïîäõîäÿùåãî (êàê
ýòî äåëàëîñü â ñëó÷àå àíàëèçà àëèàñîâ ïî âçÿòèþ àäðåñà) íå ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì ïîäõîäîì. Ïîýòîìó áóäåì ïðîáîâàòü ýôôåêòèâíî ñ÷èòàòü
àíàëèçû àëèàñîâ íàèáîëåå ïðèáëèæåííûå ê φ∗, íåæåëè ê φ−. Äëÿ ýòî-
ãî ïîïðîáóåì êëàññèôèöèðîâàòü âñå ìíîãîîáðàçèå àíàëèçîâ àëèàñîâ è
ðåøèòü óæå áîëåå óçêî â êàêîì èìåííî êëàññå ìû áóäåì ðàáîòàòü.

3.1 Îñíîâíûå âèäû

Çäåñü áóäóò ïåðå÷èñëåíû è îïèñàíû 1 îñíîâíûå êëàññû àíàëèçîâ àëèà-
ñîâ. Äàííûå òåðìèíû îáùåïðèíÿòû è èñïîëüçóþòñÿ ïðè îáùåì îïèñàíèè
ëþáîãî àíàëèçà àëèàñîâ.

3.1.1 Ìåæïðîöåäóðíîñòü

Ðàçëè÷àþò ìåæïðîöåäóðíûå è âíóòðèïðîöåäóðíûå àíàëèçû àëèàñîâ,
êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî ïåðâûå ó÷èòûâàþò âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæ-
äó ðàçëè÷íûìè ôóíêöèÿìè â ïðîãðàììå è èñïîëüçóþò èíôîðìàöèþ ñðà-
çó î âñåõ ôóíêöèÿõ â ïðîãðàììå, à âòîðûå èñïîëüçóþò èíôîðìàöèþ
ëèøü îäíîé ôóíêöèè.

Åñëè ãîâîðèòü î âíóòðèïðîöåäóðíîì àíàëèçå, òî ôîðìàëüíî åãî ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ V â âèäå G ∪ V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vm,
ãäå m - ÷èñëî ôóíêöèé â ðàññìàòðèâàåìîé ïðîãðàììå, à Vi - ìíîæåñòâî
ïåðåìåííûõ i-îé ôóíêöèè, ïðè÷åì ∀i, j ∈ [1,m] : i 6= j → Vi ∩Vj = ∅. Òî-
ãäà âíóòðèïðîöåäóðíûì àíàëèçîì àëèàñîâ äëÿ i-îé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ

àíàëèç àëèàñîâ ϕi : ∀v, w ∈
m⋃
j=1
j 6=i

Vj → ϕi(v, w) = may, à àíàëèç àëèàñîâ

ϕ äëÿ âñåé ïðîãðàììû íà îñíîâàíèè âíóòðèïðîöåäóðíûõ àíàëèçîâ ϕi
ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ êîìïîçèöèè: ϕ = ϕ1 ◦ϕ2 ◦ · · · ◦ϕm. Åñëè
ïîòðåáîâàòü êîíñåðâàòèâíîñòü âñåõ ϕi, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå î êîìïîçè-
öèè, ϕ áóäåò êîíñåðâàòèâåí è îïðåäåëåí íà âñåõ ïàðàõ ïåðåìåííûõ.

Íî, äàæå åñëè ðàññìîòðåòü φ∗i : @ϕ′i : φ∗i < ϕ′i ≤ φ∗ (íàèáîëåå òî÷íûå
âíóòðèïðîöåäóðíûå àíàëèçû àëèàñîâ), òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â îáùåì

1Ïðè ÷òåíèè íå çàöèêëèâàéòåñü íà ÷òåíèè îïðåäåëåíèÿ âèäà, åñëè íå ìîæåòå ïî-
íÿòü î ÷åì èäåò ðå÷ü, ïîñìîòðèòå íà ïðèìåð.
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ñëó÷àå φ∗1 ◦φ∗2 ◦· · ·◦φ∗m ≤ φ∗, íà ïðàêòèêå, â ïîäàâëÿþùåì ÷èñëå ñëó÷àåâ,
ñòîèò ãîâîðèòü î ñòðîãîì íåðàâåíñòâå.

Ïðèìåð 13. Ïðèìåð ìåæïðîöåäóðíîãî è âíóòðèïðîöåäóðíîãî àíàëèçîâ

void foo(int &a, int &b) {

int *p, *q;

p = &a;

q = &b;

. . .

}

void bar() {

int x;

foo(x, x);

}

Â äàííîì ñëó÷àå V1 = {a, b, p, q, ∗p, ∗q},V2 = {x} è V = V1 ∪ V2.
Ðàññìîòðèì 1 äëÿ íà÷àëà φ∗:

1. Èç-çà âûçîâà foo(x,x) ïîëó÷àåì φ∗(x, a) = φ∗(x, b) = must

2. Âòîðîå ñâîéñòâî àíàëèçîâ àëèàñîâ äàåò íàì, ÷òî φ∗(a, b) = must.

3. Èç èíñòóðêöèé p = &a è q = &b óñòàíàâëèâàåì, ÷òî φ∗(∗p, a) = φ∗(∗q, b) =
must

4. Îïÿòü æå èç âòîðîãî ñâîéñòâà èìååì φ∗(x, ∗p) = φ∗(x, ∗q) = must

5. Äëÿ îñòàëüíûõ ïàð âèäà (p, v) è (q, v), ãäå v ∈ V âåðíî, ÷òî φ∗(p, v) =
φ∗(q, v) = never

Î÷åâèäíî, ÷òî φ∗ - ìåæïðîöåäóðíûé, ò.ê. äàæå â ïîÿñíåíèè èñïîëüçî-
âàëèñü èíñòðóêöèè è ïåðåìåííûå èç äâóõ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé. Òåïåðü
ïîïðîáóåì ðàññìîòðåòü φ∗1 è φ

∗
2. Íà÷íåì ñ φ∗1:

1. Èç èíñòóðêöèé p = &a è q = &b óñòàíàâëèâàåì, ÷òî φ∗1(∗p, a) = φ∗1(∗q, b) =
must

2. Òàê êàê íå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ èíôîðìàöèÿ èç äðóãèõ ôóíêöèé,
òî ìû íå èìååì íèêàêîé èíôîðìàöèè î òîì, ñ êàêèìè ïàðàìåòðàìè
ìîãëà âûçûâàòüñÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ. Ïîýòîìó äëÿ ñîõðà-
íåíèÿ ñâîéñòâà êîíñåðâàòèâíîñòè ïðèõîäèòñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðà-
ìåòðû ìîãóò áûòü àëèàñàìè äëÿ âñåãî âíå ðàññìàòðèâàåìîé ôóíê-
öèè, ò.å. â äàííîì ñëó÷àå φ∗1(a, x) = φ∗1(b, x) = may.

3. Èç âòîðîãî ñâîéñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî φ∗1(∗q, x) = φ∗1(∗p, x) = ... = may

φ∗2 â äàííîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ φ−. È êàê ðåçóëüòàò èìååì, ÷òî äàæå â
òàêîì ïðîñòîì ñëó÷àå φ∗1 ◦ φ∗2 = φ∗1 < φ∗.

1Çäåñü íå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ φ∗, à ëèøü ïîÿñíåíèÿ îòíîñèòåëüíî
åãî âèäà
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3.1.2 Êîíòåêñòíàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü

Ðàçëè÷àþò êîíòåêñòíî-÷óâñòâèòåëüíûå è êîíòåêñòíî-íå÷óâñòâèòåëüíûå
àíàëèçû, ïîíèìàÿ ïîä ýòèì, ÷òî ïðè àíàëèçå ôóíêöèè è åå ïåðåìåííûõ
ó÷èòûâàåòñÿ èëè íåò êîíòåêñò, â êîòîðîì áûëà âûçâàíà ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð 14. Ïðèìåð êîíòåêñòíî-÷óâñòâèòåëüíîãî è êîíòåêñòíî-íå÷óâñòâèòåëüíîãî
àíàëèçîâ

3.1.3 Ïîòîêîâàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü

3.1.4 Ïîëå-÷óâñòâèòåëüíîñòü

3.1.5 ×óâñòâèòåëüíîñòü ê òèïàì

3.2 Äîïîëíèòåëüíûå ðàçëè÷èÿ

3.2.1 Ìîäåëè ïàìÿòè

3.2.2 Íåîáõîäèìîñòü ïîëíîãî êîäà ïðîãðàììû

3.2.3 Ïðåäñòàâëåíèå àëèàñîâ

3.2.4 Ïðåäñòàâëåíèå àãðåãàòîâ

Åñëè æå ãîâîðèòü î ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ, òî ïîñòðîåíèå òî÷íîãî ðåøå-
íèÿ äàæå â êëàññå êîíòåêñòíî- è ïîòîêîâî-íå÷óâñòâèòåëüíûõ àíàëèçîâ
ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé, ÷òî äåëàåò åå íåïðèìåíèìîé íà ïðàêòè-
êå. Îäíàêî, ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ
àíàëèçîâ àëèàñîâ â ýòîì êëàññå, êîòîðûå çíà÷èòåëüíî ëó÷øå àíàëèçà
àëèàñîâ ïî âçÿòèþ àäðåñà.

4 Àíàëèç óêàçàòåëåé

Îïðåäåëÿþùèì ôàêòîðîì ñëîæíîñòè àíàëèçà àëèàñîâ, íåñìîòðÿ íà íà-
ëè÷èå è äðóãèõ ñïîñîáîâ, îñòàþòñÿ óêàçàòåëè. Ðàçðåøåíèå àëèàñîâ, ïî-
ëó÷åííûõ äðóãèìè ñïîñîáàìè, íå ÿâëÿåòñÿ òðóäîåìêîé çàäà÷åé, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ãëàâíîé çàäà÷åé ñòàíîâèòñÿ àíàëèç óêàçàòåëåé.

4.1 Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü P - ìíîæåñòâî óêàçàòåëåé ïðîãðàììû. Îòìåòèì, ÷òî P ⊆ V.

Îïðåäåëåíèå 9 (Àíàëèç óêàçàòåëåé). Àíàëèçîì óêàçàòåëåé íàçîâåì
îòîáðàæåíèå ξ : P → 2V .

Òî åñòü àíàëèç óêàçàòåëåé åñòü ñîïîñòàâëåíèå êàæäîìó óêàçàòåëþ
ïîäìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ (ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, íà êîòîðûå ìîæåò
óêàçûâàòü óêàçàòåëü).
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4.2 Ïîñòðîåíèå àíàëèçà àëèàñîâ ïî àíàëèçó óêàçàòåëåé

Òàê êàê ìû ãîâîðèì îá àíàëèçå óêàçàòåëåé â êîíòåêñòå àíàëèçà àëèàñîâ,
òî íåîáõîäèìî óìåòü ñòðîèòü èç ïåðâîãî âòîðîå.

Ïîñòðîèì àíàëèç àëèàñîâ ϕξ èç àíàëèçà óêàçàòåëåé ξ:

1. Çà îñíîâó âîçüìåì òðèâèàëüíûé àíàëèç àëèàñîâ: ϕξ = φ−

2. ∀p ∈ P, ∀a 6∈ ξ(p)→ ϕξ(∗p, a) = ϕξ(a, ∗p) = never

3. Â òðåòüåì ïóíêòå èìåþòñÿ íåêîòîðûå ðàñõîæäåíèÿ:

• Àíàëèç óêàçàòåëåé íàçûâàþò must-àíàëèçîì, åñëè íà åãî îñ-
íîâàíèè ìîæíî ïðåäúÿâèòü ðåøåíèåmust, òî åñòü ∀p ∈ P,∀a ∈
Vp → ϕξ(∗p, a) = ϕξ(a, ∗p) = must

• Åñëè æå íåò, òî òàêîé àíàëèç íàçûâàþò may-àíàëèçîì.

Äàëåå, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî must-àíàëèç ïðåäîñòàâëÿåò ëó÷øèå ðå-
çóëüòàòû, ìû íåÿâíî áóäåì èìåòü ââèäó èñïîëüçîâàíèåmay-àíàëèçà, òàê
êàê åãî ïîñòðîåíèå ïðîùå è òàê êàê ÷àùå âñåãî âàæíåå èìåííî ðåøåíèå
never, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íà åãî îñíîâàíèè.

Òîãäà äëÿ may-àíàëèçà óêàçàòåëåé ξ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü, ÷òî

∀p ∈ P,∀a ∈ V → ϕξ(∗p, a) = never ⇔ a 6∈ ξ(p)

∀a, b ∈ V → ϕξ(a, b) 6= must

Äàëåå ïîñòàðàåìñÿ ïåðåíåñòè òåðìèíîëîãèþ àíàëèçîâ àëèàñîâ íà àíà-
ëèçû óêàçàòåëåé.

4.3 Ñðàâíåíèå

Ââåäåì ñðàâíåíèå àíàëèçîâ óêàçàòåëåé.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü ξ è ζ - àíàëèçû óêàçàòåëåé. Òîãäà áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî ξ ñëàáåå ζ è îáîçíà÷àòü ξ ≤ ζ, åñëè ∀p ∈ P → ζ(p) ⊆ ξ(p).

Îïðåäåëåíèå 11. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ξ ñòðîãî ñëàáåå ζ è îáîçíà÷àòü
ξ < ζ, åñëè ξ ≤ ζ è ∃q ∈ P : ζ(p) ⊂ ξ(p).

Ëåììà 1 (Î ñðàâíåíèè àíàëèçîâ óêàçàòåëåé). Ïóñòü ξ è ζ - àíàëèçû

óêàçàòåëåé. Òîãäà

ξ ≤ ζ ⇔ ϕξ ≤ ϕζ
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü ξ ≤ ζ. Òîãäà ∀p ∈ P → ξ(p) ⊇ ζ(p).

Ðàññìîòðèì ϕξ. Äëÿ íåãî âûïîëíÿòñÿ, ÷òî

∀q ∈ P,∀a ∈ V → ϕξ(∗q, a) = never ⇔ a 6∈ ξ(q)

Òàê êàê ζ(q) ⊆ ξ(q), òî a 6∈ ζ(q) ⇒ ϕζ(∗q, a) = never. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî ∀a, b ∈ V → ϕξ(a, b) 6= must (àíàëîãè÷íîå âåðíî è äëÿ ϕζ),
ïîëó÷àåì ϕξ ≤ ϕζ .
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2. Ïóñòü ϕξ ≤ ϕζ .
Òàê êàê ϕξ è ϕζ íå ïðèíèìàþòmust íè íà êàêèõ ïàðàõ ïåðåìåííûõ,
òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ñ ðàâåíñòâîì never. Èç òîãî, ÷òî
ϕξ ≤ ϕζ ñëåäóåò, ÷òî

∀q ∈ P, ∀a ∈ V → ϕξ(∗q, a) = never ⇒ ϕζ(∗q, a) = never

Ýòî æå óòâåðæäåíèå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

a 6∈ ξ(q)⇒ a 6∈ ζ(q)

Ïðåîáðàçîâûâàÿ äàëüøå ïîëó÷àåì, ÷òî a ∈ ξ(q) ⇒ a ∈ ζ(q). Òàê
êàê ýòî âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a, òî ζ(q) ⊇ ξ(q). Îòêóäà ïîëó÷à-
åì, ÷òî ξ(q) ⊇ ζ(q), ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî q.
Òîãäà ξ ≤ ζ.

4.4 Êîíñåðâàòèâíîñòü

Îïðåäåëåíèå 12. Àíàëèç óêàçàòåëåé ξ áóäåì íàçûâàòü êîíñåðâàòèâ-

íûì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé åìó àíàëèç àëèàñîâ ϕξ êîíñåðâàòèâåí, ò.å.
ϕξ ≤ φ∗.

Îïðåäåëåíèå 13. Àíàëèç óêàçàòåëåé ρ∗ áóäåì íàçûâàòü òî÷íûì, åñëè
ρ∗ êîíñåðâàòèâåí è @ξ : ξ êîíñåðâàòèâåí è ϕρ∗ < ϕξ.

Òåîðåìà 2. (Î ñóùåñòâîâàíèè òî÷íîãî àíàëèçà óêàçàòåëåé) Òî÷íûé

àíàëèç óêàçàòåëåé ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïîñòðîåíèåì òàêîãî àíàëèçà.
Íà îñíîâàíèè φ∗ ïîñòðîèì àíàëèç óêàçàòåëåé ξ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀p ∈ P âûïîëíÿåòñÿ, ÷òî ∀v ∈ V : φ∗(∗p, v) 6= never ⇔ v ∈ ξ(p)

Î÷åâèäíî, ÷òî ξ êîíñåðâàòèâåí ïî ïîñòðîåíèþ. Ïîêàæåì, ÷òî ξ = ρ∗.
Ïóñòü ýòî íå òàê, òîãäà ∃ζ : ζ êîíñåðâàòèâåí è ϕξ < ϕζ .

Òàê êàê ∀v, w ∈ V → ϕξ(v, w) 6= must è ϕζ(v, w) 6= must, à òàêæå
ϕξ < ϕζ , òî

∃a, b ∈ V : ϕζ(a, b) = never, ϕξ(a, b) = may

Òàê êàê ϕζ ïîñòðîåí ïî àíàëèçó óêàçàòåëåé, òî

ϕζ(a, b) = never ⇔ ∃q ∈ P : a = ∗q èëè b = ∗q

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a = ∗q. Òîãäà b 6∈ ζ(q), íî b ∈
ξ(q). Òàê êàê ϕζ(∗q, b) = never è ϕζ êîíñåðâàòèâåí, òî φ

∗(∗q, b) = never.
Îäíàêî, èç òîãî, ÷òî b ∈ ξ(q) ñëåäóåò, ÷òî φ∗(∗q, b) 6= never. Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò, ξ = ρ∗.
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4.5 Êîìïîçèöèÿ

Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü ξ è ζ - àíàëèçû óêàçàòåëåé. Òîãäà êîìïîçèöèåé
àíàëèçîâ óêàçàòåëåé áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ:

γ = ξ ◦ ζ ⇔ ∀p ∈ P → γ(p) = ξ(p) ∩ ζ(p)

Ëåììà 2 (Î êîìïîçèöèè àíàëèçîâ óêàçàòåëåé). Ïóñòü ξ è ζ - àíàëèçû
óêàçàòåëåé. Òîãäà

γ = ξ ◦ ζ ⇔ ϕγ = ϕξ ◦ ϕζ

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü γ = ξ ◦ ζ. Ðàññìîòðèì ϕγ .

∀q ∈ P,∀a ∈ V → ϕγ(∗q, a) = never ⇔ a 6∈ γ(q)

Òàê êàê γ = ξ ◦ ζ, òî a 6∈ ξ(q) ∩ ζ(q). Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå:

a ∈ ξ(q) ∩ ζ(q)⇔ a ∈ ξ(q) ∪ ζ(q)

Ïîëó÷àåì, ÷òî

 a ∈ ξ(q),
a ∈ ζ(q),

a ∈ ξ(q) ∩ ζ(q)

⇔

 a 6∈ ξ(q),
a 6∈ ζ(q),
a 6∈ ξ(q) ∪ ζ(q)

Êàê ðåçóëüòàò èìååì, ÷òî ϕγ(∗q, a) = never ⇔



{
ϕξ(∗q, a) = never,
ϕζ(∗q, a) = may;{
ϕξ(∗q, a) = may,
ϕζ(∗q, a) = never;{
ϕξ(∗q, a) = never,
ϕζ(∗q, a) = never.

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèè óòî÷íåíèÿ íà D, îòêóäà ìîæíî çàêëþ-
÷èòü, ÷òî ϕγ = ϕξ ◦ ϕζ .

2. Ïóñòü ϕγ = ϕξ ◦ϕζ . Òîãäà ϕγ ðàâåí never äëÿ òàêèõ q ∈ P è a ∈ V,
÷òî ϕξ(∗q, a) = never èëè ϕζ(∗q, a) = never. Ýòî ìîæíî çàïèñàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀q ∈ P,∀a ∈ V → ϕγ(∗q, a) = never ⇔
[
ϕξ(∗q, a) = never,
ϕζ(∗q, a) = never

Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå: a 6∈ ξ(q) èëè a 6∈ ζ(q) ⇔ a ∈
ξ(q) èëè a ∈ ζ(q). Îòêóäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî a ∈ ξ(q) ∪ ζ(q).

Òî åñòü ϕγ(∗q, a) = never ⇔ a 6∈ ξ(q) ∩ ζ(q), ÷òî âåðíî äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ q è a. Òî åñòü γ = ξ ◦ ζ.

Òåîðåìà 3 (Î êîìïîçèöèè êîíñåðâàòèâíûõ àíàëèçîâ óêàçàòåëåé). Ïóñòü
ξ è ζ - êîíñåðâàòèâíûå àíàëèçû óêàçàòåëåé. Òîãäà γ = ξ ◦ ζ òàêæå ÿâ-

ëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì àíàëèçîì àëèàñîâ, ïðè÷åì ξ ≤ γ è ζ ≤ γ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2 èìååì, ÷òî ϕγ = ϕξ ◦ ϕζ . Èç òåîðåìû
î êîìïîçèöèè êîíñåðâàòèâíûõ àíàëèçîâ àëèàñîâ èìååì, ÷òî ϕγ êîíñåð-
âàòèâåí, à òàêæå, ÷òî ϕξ ≤ ϕγ è ϕζ ≤ ϕγ . Òîãäà γ êîíñåðâàòèâåí ïî
îïðåäåëåíèþ. Èç ëåììû 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ξ ≤ γ è ζ ≤ γ.

4.6 Òåîðåìà î êîíñåðâàòèâíîñòè àíàëèçà óêàçàòåëåé

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ξ - àíàëèç óêàçàòåëåé. ξ êîíñåðâàòèâåí òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ ≤ ρ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü ξ ≤ ρ∗. Èç ëåììû 1 èìååì, ÷òî ϕξ ≤ ϕρ∗ .
Òàê êàê ϕρ∗ êîíñåðâàòèâåí, òî è ϕξ òîæå êîíñåðâàòèâåí. Îòêóäà ïî
îïðåäåëåíèþ ξ êîíñåðâàòèâåí.

2. Ïóñòü ξ êîíñåðâàòèâåí. Èç îïðåäåëåíèÿ ρ∗ èìååì, ÷òî @ζ : ζ êîí-
ñåðâàòèâåí è ϕρ∗ < ϕζ . Òîãäà ëèáî ϕξ è ϕρ∗ íåñðàâíèìû, ëèáî
ϕξ ≤ ϕρ∗ .
Ïóñòü ϕξ è ϕρ∗ íåñðàâíèìû. Ðàññìîòðèì χ = ϕξ ◦ ϕρ∗ . Èç äîïîë-
íåíèÿ 2 ê òåîðåìå î êîìïîçèöèè êîíñåðâàòèâíûõ àíàëèçîâ àëèà-
ñîâ χ êîíñåðâàòèâåí, ïðè÷åì ϕρ∗ < χ. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî
∃γ : γ = ξ ◦ ρ∗ è χ = ϕγ . Òî åñòü

∃γ : γ êîíñåðâàòèâåí è ϕρ∗ < ϕγ

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ρ∗.

Òîãäà îñòàåòñÿ, ÷òî ϕξ ≤ ϕρ∗ . Èç ëåììû 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ξ ≤ ρ∗.

Äàííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ðàáîòàòü èñêëþ÷èòåëüíî ñ àíàëèçîì
óêàçàòåëåé è ãîâîðèòü îá èõ ñâîéñòâàõ âíå êîíòåêñòà àíàëèçà àëèàñîâ.

Äàëåå, äëÿ êðàòêîñòè, â ñèòóàöèÿõ, êîãäà ïîäðàçóìåâàåòñÿ îäèí âû-
áðàííûé àíàëèç óêàçàòåëåé ξ, ∀p ∈ P áóäåì ïèñàòü Vp è èìåòü â âèäó,
÷òî ξ(p) = Vp.

5 Êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ

Âñå êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê êàòåãîðèè ïîòîêîâî- è êîíòåêñòíî-
íå÷óâñòâèòåëüíûõ àíàëèçîâ.

5.1 Àëãîðèòì Àíäåðñåíà (94`)

Ðàçðàáîòàí Ëàðñîì Óëå Àíäåðñåíîì è ïðåäñòàâëåí â ñîîòâåòñòâóþùåé
ðàáîòå â 1994-îì ãîäó. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ íàè-
áîëåå òî÷íûì ñðåäè òåõ, ÷òî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ.
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Ïðè ðàññìîòðåíèè àëãîðèòìà áóäåì èñïîëüçîâàòü îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô ñëåäóþùåãî âèäà: G =< V,E >, ãäå V = V, à E = {(p, a) : p ∈
P, a ∈ Vp}.

Òî åñòü â äàííîì ãðàôå âåðøèíû ïðåäñòàâëÿþò âñå ïåðåìåííûå ïðî-
ãðàììû. Îò âåðøèíû p èìååòñÿ ðåáðî â âåðøèíó a, òîëüêî åñëè p ìîæåò
óêàçûâàòü íà a.

Îñíîâíûì îñòàåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàê íà îñíîâàíèè êîäà ïðîãðàììû
ñîñòàâèòü àíàëèç óêàçàòåëåé.
Àíäåðñåí âûäåëÿåò ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

• p = &a;

• p = q;

• p = *r;

• *p = &a;

• *p = q;

• *p = *r;

Âñå îñòàëüíûå îïåðàöèè ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê äàííûì ñëó÷àÿì.

Ïðèìåð 15. Íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð òàêîãî ñâåäåíèÿ.

...

a = **b;

...

Ëèñòèíã 15: Äî ïðèâåäåíèÿ

...

t = *b;

a = *t;

...

Ëèñòèíã 16: Ïîñëå

5.1.1 Ïîñòðîåíèå àíàëèçà óêàçàòåëåé

Òåïåðü ðàññìîòðèì êàê àíàëèçèðóåòñÿ êàæäûé òèï ïðèñâàèâàíèÿ. Äëÿ
áîëüøåé íàãëÿäíîñòè êàæäûé òèï ñðàçó æå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïðèìå-
ðå.

1. p = &a;

Äîáàâëÿåì ðåáðî îò p ê a, ïîêàçûâàÿ, ÷òî a ∈ Vp.

p a

2. p = q;

Äîáàâëÿåì ðåáðà îò p êî âñåì âåðøèíàì, êóäà åñòü ðåáðà èç q.
Ýòî çíà÷èò òàêæå, ÷òî åñëè ïîçæå áóäóò äîáàâëåíû ðåáðà èç q,
àíàëîãè÷íûå ðåáðà äîëæíû áûòü äîáàâëåíû èç p. Òî åñòü äîëæíî
ñîõðàíÿòüñÿ ñâîéñòâî, ÷òî Vq ⊆ Vp.
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p a

b

c

q

Çäåñü è äàëåå ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíû ðåáðà, êîòîðûå áûëè äîáàâ-
ëåíû ïîçæå. Â äàííîì ñëó÷àå íà ìîìåíò îáðàáîòêè èíñòðóêöèè
p = q; áûëî íåèçâåñòíî, ÷òî c ∈ Vq (èçìåíèëîñü Vq).

3. p = *r;

Ïóñòü T =
⋃
t∈Vr
Vt. Òîãäà äîáàâëÿåì ðåáðî èç p ê êàæäîìó ýëåìåí-

òó èç T . Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ïðè èçìåíåíèè Vr èëè
T íåîáõîäèìî äîáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðà. Òî åñòü äîëæíî
ñîõðàíÿòüñÿ ñâîéñòâî, ÷òî ∀t ∈ Vr ⇒ Vt ⊆ Vp.

a

dp

b

c

e

f r

Â äàííîì ïðèìåðå ïóíêòèðîì âûäåëåíû ðåáðà (p, c) è (p, d), òàê
êàê íà ìîìåíò îáðàáîòêè èíñòðóêöèè p = *r; áûëî íåèçâåñòíî, ÷òî
d ∈ Ve (èçìåíèëîñü T ) è f ∈ Vr (èçìåíèëîñü Vr).

4. *p = &a;

Èç êàæäîé âåðøèíû, êóäà åñòü ðåáðà èç p äîáàâëÿåì ðåáðî ê a.
Îïÿòü òàêè, ïðè äîáàâëåíèè íîâûõ âåðøèí â Vp èç íèõ íåîáõîäè-
ìî äîáàâèòü ðåáðà ê a. Òî åñòü äîëæíî ñîõðàíÿòüñÿ ñâîéñòâî, ÷òî
∀t ∈ Vp → a ∈ Vt.

p q

r

a

Â äàííîì ïðèìåðå ïóíêòèðîì âûäåëåíî ðåáðî (r, a), òàê êàê íà
ìîìåíò îáðàáîòêè áûëî íåèçâåñòíî, ÷òî r ∈ Vp (èçìåíèëîñü Vp).
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5. *p = q;

Èç êàæäîé âåðøèíû èç Vp äîáàâëÿåì ðåáðî ê êàæäîé âåðøèíå èç
Vq. Ïðè äîáàâëåíèè íîâûõ âåðøèí â Vp èëè â Vq ñîîòâåòñòâóþùèå
íîâûå ðåáðà äîëæíû áûòü äîáàâëåíû. Òî åñòü äîëæíî ñîõðàíÿòüñÿ
ñâîéñòâî, ÷òî ∀t ∈ Vp → Vq ⊆ Vt.

p r

s

e

f

c

q

Â äàííîì ïðèìåðå ïóíêòèðîì âûäåëåíû ðåáðà (r, f), (s, e) è (s, f),
òàê êàê íà ìîìåíò îáðàáîòêè èíñòðóêöèè *p = q; áûëî íåèçâåñòíî,
÷òî s ∈ Vp (èçìåíèëîñü Vp) è f ∈ Vq (èçìåíèëîñü Vq).

6. *p = *r;

Ïóñòü T =
⋃
t∈Vr
Vt. Òîãäà íåîáõîäèìî äîáàâèòü ðåáðî èç êàæäîé

âåðøèíû èç Vp â êàæäóþ âåðøèíó èç T . Ïðè äîáàâëåíèè íîâûõ
âåðøèí â T , Vr èëè Vp ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðà äîëæíû áûòü äî-
áàâëåíû. Òî åñòü äîëæíî ñîõðàíÿòüñÿ ñâîéñòâî, ÷òî ∀s ∈ Vp,∀t ∈
Vr → Vt ⊆ Vs.

p u

v

a

d

b

c

w

x r

Â äàííîì ïðèìåðå ïóíêòèðîì âûäåëåíû ðåáðà (u, d), (u, b), (v, a),
(v, d) è (v, b), òàê êàê íà ìîìåíò îáðàáîòêè èíñòðóêöèè *p = *r; íå
áûëî èçâåñòíî, ÷òî v ∈ Vp (èçìåíèëñÿ Vp), x ∈ Vr (èçìåíèëñÿ Vr) è
b ∈ Vx (èçìåíèëñÿ T ).

5.1.2 Ðàçðåøåíèå îãðàíè÷åíèé

Â ðàññìîòðåííûõ âûøå ðàçëè÷íûõ òèïàõ èíñòðóêöèé áûëè âûäåëåíû
ñâîéñòâà, êîòîðûå äîëæíû ñîõðàíÿòüñÿ. Äàííûå ñâîéñòâà ïðèíÿòî íà-
çûâàòü îãðàíè÷åíèÿìè. Îñíîâíóþ ñëîæíîñòü â ïîñòðîåíèè àíàëèçà óêà-
çàòåëåé Àíäåðñåíà ñîñòàâëÿåò êàê ðàç ðàçðåøåíèå îãðàíè÷åíèé òàêîå,
÷òîáû âñå îíè áûëè óäîâëåòâîðåíû.
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Åùå ðàç ïåðå÷èñëèì âñå òèïû èíñòðóêöèé è îãðàíè÷åíèÿ èì ñîîò-
âåòñòâóþùèå:

1. p = &a: a ∈ Vp

2. p = q: Vp ⊇ Vq

3. p = *r: ∀t ∈ Vr → Vt ⊆ Vp

4. *p = &a: ∀t ∈ Vp → a ∈ Vt

5. *p = q: ∀t ∈ Vp → Vq ⊆ Vt

6. *p = *r: ∀s ∈ Vp,∀t ∈ Vr ⇒ Vt ⊆ Vs
Îïðåäåëèì ôîðìàëüíî çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ àíàëèçà óêàçàòåëåé Àí-

äåðñåíà ξ. Ïóñòü I - ìíîæåñòâî èíñòðóêöèé, êîòîðûå âëåêóò çà ñîáîé
èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé óêàçàòåëåé, ðàññìàòðèâàåìîé ïðîãðàììû 1 , à Λ
- ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó i ∈ I ïðåäèêàò ëîãèêè ïåðâîãî
ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 15. Îãðàíè÷åíèåì, ñâÿçàííûì ñ i ∈ I, áóäåì íàçûâàòü
Λ(i).

Îïðåäåëåíèå 16. Àíàëèç óêàçàòåëåé ξ áóäåì íàçûâàòü ïîñòðîåííûì

ïî Àíäåðñåíó 2 , åñëè
∀i ∈ I → Λ(i)(ξ)

Òî åñòü ξ ïîñòðîåí ïî Àíäåðñåíó, åñëè âñå îãðàíè÷åíèÿ èñòèííû íà
ξ.

Êàê ìîæíî ðàçðåøèòü âñå îãðàíè÷åíèÿ? Ìîæíî èòåðàòèâíî îáõîäèòü
âñå èíñòðóêöèè è ïûòàòüñÿ ðàçðåøèòü êàæäîå îãðàíè÷åíèå ïî îòäåëüíî-
ñòè. Åñëè çà îäèí òàêîé ïðîõîä íè÷åãî íå áûëî èçìåíåíî, òî âñå îãðàíè-
÷åíèÿ óäîâëåòâîðåíû è àíàëèç óêàçàòåëåé ïîñòðîåí. Îòîáðàçèì äàííîå
ðåøåíèå â ïñåâäîêîäå.

Àëãîðèòì 1: (Àíäåðñåí)

while changed do
changed← false;
foreach i ∈ I do

if not Λ(i)(ξ) then
solve Λ(i)(ξ);
changed← true;

end

end

end

1Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â äàííîì ìíîæåñòâå âñå èíñòðóêöèè óæå ïðèâåäåíû ê áàçîâûì
òèïàì

2Íàðÿäó ñ ýòèì íàçâàíèåì èñïîëüçóåòñÿ òàêæå òåðìèí "àíàëèç óêàçàòåëåé ïî

âêëþ÷åíèþ"(inclusion-based)
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Øàã solve Λ(i)(ξ) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðàâèëàì, îïèñàííûì â ðàçäåëå
"Ïîñòðîåíèå àíàëèçà óêàçàòåëåé".

5.1.3 Ðåçóëüòàòû

Êàê óæå ãîâîðèëîñü ðàíåå, ñðåäè àíàëèçîâ àëèàñîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, àíàëèç àëèàñîâ, ïîñòðîåííûé ïî
Àíäåðñåíó, äàåò íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò. Íà ïðàêòèêå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî
ðåçóëüòàòû ñèëüíî ïðåâîñõîäÿò ïî òî÷íîñòè àíàëèç ïî âçÿòèþ àäðåñà.
Òàêæå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî äîáàâëåíèå ïîòîêîâîé è êîíòåêñòíîé ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè ëèøü íåçíà÷èòåëüíî óëó÷øàåò ðåçóëüòàò íà ðàñïðîñòðà-
íåííûõ áåí÷ìàðêàõ.

Îäíàêî, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü äàííîãî ïîäõîäà O(n3), ãäå n =
|V|, è â òîì âèäå, â êîòîðîì åãî ïðåäëîæèë Àíäåðñåí, àëãîðèòì áûë
íåïðèìåíèì ê áîëüøèì ïðîãðàììíûì ïðîåêòàì èç-çà äîëãîãî âðåìåíè
ðàáîòû àëãîðèòìà è îãðîìíîãî ïîòðåáëåíèÿ ïàìÿòè (O(n2)) 1 .

5.2 Àëãîðèòì Ñòèíñãàðäà (96`)

Ðàçðàáîòàí Áüÿðíå Ñòèíñãàðäîì è ïðåäñòàâëåí â ñîîòâåòñòâóþùåé ðà-
áîòå â 1996-îì ãîäó.

Ïðåæäå âñåãî àëãîðèòì Ñòèíñãàðäà ÿâëÿåòñÿ ïîïûòêîé ñóùåñòâåí-
íî óëó÷øèòü àñèìïòîòè÷åñêóþ ñëîæíîñòü, æåðòâóÿ ïðè ýòîì òî÷íîñòüþ
àíàëèçà.

5.2.1 Ýêâèâàëåíòíîñòü ïåðåìåííûõ

Ââåäåì ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 17. v, w ∈ V áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè ïî Àíäåð-

ñåíó è îáîçíà÷àòü v
A∼ w, åñëè è òîëüêî åñëè Vv = Vw è ∀p ∈ P âåðíî,

÷òî v ∈ Vp ⇔ w ∈ Vp.

Óòâåðæäåíèå 4. Ââåäåííîå îòíîøåíèå
A∼ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýê-

âèâàëåíòíîñòè íà V, ò.å. âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Ðåôëåêñèâíîñòü: ∀a ∈ V → a
A∼ a

2. Ñèììåòðè÷íîñòü: ∀a, b ∈ V → a
A∼ b⇒ b

A∼ a

3. Òðàíçèòèâíîñòü: ∀a, b, c ∈ V → a
A∼ b, b A∼ c⇒ a

A∼ c
1Äàííàÿ îöåíêà ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó íà ãðàôå. Äëÿ

ïîëíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà íà n âåðøèíàõ èìååì n(n − 1) ðåáåð, ÷òî è äàåò
àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó O(n2) ïàìÿòè äëÿ åãî õðàíåíèÿ
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Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíî è íàïðÿìóþ ñëåäóåò
èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ.

Ïóñòü a ∈ V. Òîãäà ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ b ∈ V : a
A∼ b íàçûâàåòñÿ

êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè a è îáîçíà÷àåòñÿ a/
A∼.

Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ
A∼ íàçûâàþò ôàê-

òîð ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àþò V/ A∼.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ζ - ïîñòðîåííûé ïî Àíäåðñåíó àíàëèç óêàçàòåëåé.

Åñëè íà ìíîæåñòâå V/ A∼ ïîñòðîèòü àíàëèç óêàçàòåëåé ïî Àíäåðñåíó

ξ, ïîíèìàÿ ïîä ýòèì, ÷òî i ∈ I âñÿêîå âõîæäåíèå ïðîèçâîëüíîé a ∈ V
ïîíèìàåòñÿ êàê [a]A. Òîãäà ξ ñîâïàäàåò ñ ζ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîêàæåì, ÷òî â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ïðè ïîñòðîåíèè ðåøàþòñÿ èäåíòè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ. Íà âðåìÿ
äîêàçàòåëüñòâà ïîä a′ ìû ïîíèìàåì ïðîèçâîëüíóþ ïåðåìåííóþ èç [a]A.

1. a ∈ ζ(p) è [a]A ∈ ξ([p]A). Èç îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè a′ ∈
ζ(p). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè a′ âåðíî, ÷òî [a]A ⊆ ζ(p). Òàê êàê
ζ(p) = ζ(p′) è ýòî âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî p′, òî ζ ñîîòâåòñòâóåò
îãðàíè÷åíèþ âèäà [a]A ∈ ξ([p]A).

2. ζ(p) ⊇ ζ(q) è ξ([p]A) ⊆ ξ([q]A). Èç îïðåäåëåíèÿ p′ è q′ âåðíû ñëå-
äóþùèå âûðàæåíèÿ: ζ(p′) ⊇ ζ(q), ζ(p) ⊇ ζ(q′), ζ(p′) ⊇ ζ(q′). Òîãäà ζ
ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ âèäà ξ([p]A) ⊆ ξ([q]A).

3. ∀t ∈ ζ(r) → ζ(t) ⊆ ζ(p) è ∀[t]A ∈ ξ([r]A) → ξ([t]A) ⊆ ξ([p]A).
Òàê êàê t ∈ ζ(r), òî t′ ∈ ζ(r). Òàê êàê ζ(r) = ζ(r′), ζ(t) = ζ(t′)
è ζ(p) = ζ(p′), òî t′ ∈ ζ(r′) → ζ(t′) ⊆ ζ(p′). Òàê êàê ýòî âûïîëíåíî
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t′, r′ è p′, òî ζ ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ âèäà
∀[t]A ∈ ξ([r]A)→ ξ([t]A) ⊆ ξ([p]A).

Îñòàëüíûå ñëó÷àè äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Èñïîëüçîâàòü ýòî, îäíàêî, äëÿ óëó÷øåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè àë-
ãîðèòìà íå ïîëó÷èòñÿ, òàê êàê îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè èñïîëüçóåò
óæå ïîñòðîåííûé ïî Àíäåðñåíó àíàëèç óêàçàòåëåé.

Îïðåäåëåíèå 18. v, w ∈ V áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè ïî Ñòèíñãàð-

äó è îáîçíà÷àòü v
S∼ w, åñëè è òîëüêî åñëè ∃p ∈ P : v, w ∈ Vp.

Óòâåðæäåíèå 5. Ââåäåííîå îòíîøåíèå
S∼ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýê-

âèâàëåíòíîñòè íà V.

Îïðåäåëåíèå 19. Àíàëèç óêàçàòåëåé ξ : P → 2V áóäåì íàçûâàòü ïî-

ñòðîåííûì ïî Ñòèíñãàðäó, åñëè îí ïîëó÷åí ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ïî Àí-

äåðñåíó àíàëèçà ζ : P/ S∼→ 2V/
S∼.
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Äëÿ äàííîãî îòíîøåíèÿ òàêæå âåðíî, ÷òî ðåçóëüòàòû àíàëèçà óêà-
çàòåëåé ó÷àñòâóþò ïðè ôîðìèðîâàíèè êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Íî â
äàííîì ñëó÷àå âî âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëèçà ìîæíî ñòðîèòü êëàññû ýê-
âèâàëåíòíîñòè "íà ëåòó". Åñëè ãîâîðèòü äðóãèìè ñëîâàìè, òî êàê òîëüêî
ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíî, ÷òî a, b ∈ Vp äëÿ íåêîòîðîãî p, òî a è b îáúåäèíÿ-
þòñÿ â êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè.

5.2.2 Ïîñòðîåíèå àíàëèçà

Àëãîðèòì îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîãî ó Àíäåðñåíà ëèøü òîé äåòàëüþ,
÷òî åñëè âî âðåìÿ ðàçðåøåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ íåîáõîäèìî (â òåðìèíàõ ãðà-
ôà, ðàññìîòðåííîãî â ãëàâå ïðî àëãîðèòì Àíäåðñåíà) äîáàâèòü ðåáðî îò
p ê b ïðè òîì, ÷òî èìååòñÿ ðåáðî ê a, òî âåðøèíû a è b ñëèâàþòñÿ.

Ïðèìåð 16. Ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíî ðåáðî, êîòîðîå íåîáõîäèìî áûëî
äîáàâèòü.

p a

b

p a,b

Àëãîðèòì 2: (Ñòèíñãàðä)

while changed do
changed← false;
foreach i ∈ I do

if not Λ(i)(ξ) then
solve and merge Λ(i)(ξ);
changed← true;

end

end

end

5.2.3 Ðåçóëüòàòû

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò
O(n ∗ α(n, n)) 1 .

Òàêæå àíàëèç óêàçàòåëåé, ïîñòðîåííûé ïî Ñòèíñãàðäó, ïîêàçûâàåò
ðåçóëüòàòû çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿùèå ïîäõîä ïî âçÿòèþ àäðåñà.

1Çäåñü α(n, n) - îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ Àêêåðìàíà. Äëÿ âñåõ ïðàêòè÷åñêè âñòðå÷àþ-
ùèõñÿ ÷èñåë çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè ìåíüøå 5, ÷òî ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ïîëó-
÷åííàÿ ñëîæíîñòü ïî÷òè ëèíåéíà
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5.2.4 Ðàçíèöà ñ Àíäåðñåíîì

Ðåçóëüòàòû ïîäõîäà Ñòèíñãàðäà óñòóïàþò ïî òî÷íîñòè ðåçóëüòàòàì àë-
ãîðèòìà Àíäåðñåíà. Äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðè÷èí ýòîãî ôàêòà ïðîùå ðàññìîò-
ðåòü ïðèìåð.

Ïðèìåð 17. Ðàññìîòðèì àíàëèçû óêàçàòåëåé, ïîñòðîåííûå ïî Àíäåð-
ñåíó è ïî Ñòèíñãàðäó, äëÿ ñëåäóþùåãî êîäà:

p = &a;

q = &a;

p = &b;

p a

b

q

Ðèñ. 1: Àíäåðñåí

p a,b q

Ðèñ. 2: Ñòèíñãàðä

Â äàííîì ïðèìåðå â àíàëèçå Ñòèíñãàðäà îøèáî÷íî ðåøàåòñÿ, ÷òî q ìî-
æåò óêàçûâàòü íà b.

Ãîâîðÿ î ðàçíèöå â òî÷íîñòè ìåæäó äâóìÿ ýòèìè ïîäõîäàìè, ñòîèò
ñêàçàòü î òîì, ÷òî Ãîðâèö è Øàïèðî ïðîòåñòèðîâàëè 61 ïðîãðàììó íà
C ñ ðàçìåðàìè îò 300 äî 24 300 ñòðîê êîäà. Áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå
ðåçóëüòàòû:

• Ñòèíñãàðä ìåíåå òî÷åí - â ñðåäíåì ðàçìåð ìíîæåñòâ â 4 ðàçà áîëü-
øå; â õóäøåì ñëó÷àå â 15 ðàç.

• Àíäåðñåí ìåäëåííåå - â ñðåäíåì â ïîëòîðà ðàçà ìåäëåííåå; â õóä-
øåì ñëó÷àå â 31 ðàç.

5.3 Ïîäõîä Ãîðâèö-Øàïèðî (97`)

Ðàçðàáîòàí Ñþçàí Ãîðâèö è Ìàðêîì Øàïèðî è ïðåäñòàâëåí â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ðàáîòå â 1997-îì ãîäó.

Ïîäõîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïîñîá ïîëó÷èòü ïðîìåæóòî÷íûå çâåíüÿ
ìåæäó ïîäõîäàìè Àíäåðñåíà è Ñòèíñãàðäà.

5.3.1 Îñíîâíàÿ èäåÿ

Îïðåäåëåíèå 20. Ñòåïåíüþ óêàçàòåëÿ p ∈ P áóäåì íàçûâàòü |Vp|.
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Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíü êàæäîãî óêàçàòåëÿ â ñëó÷àå Ñòèíñãàðäà îãðà-
íè÷åíà 1, à â ñëó÷àå Àíäåðñåíà n, ãäå n - ÷èñëî ïåðåìåííûõ â ïðîãðàììå.

Òîãäà ñòîèò ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà ñòåïåíü óêàçàòåëåé îãðàíè-
÷åíà íåêîòîðûì k : 1 ≤ k ≤ n. Â äàííîì ñëó÷àå ∀p ∈ P âñå ïåðå-
ìåííûå v ∈ Vp îïðåäåëÿþòñÿ â êàòåãîðèè, ãäå êàòåãîðèÿ - ýòî íåêîòî-
ðîå ÷èñëî èç [1, k]. Òîãäà ïàðà ïåðåìåííûõ v, w ∈ V ñ÷èòàåòñÿ ýêâè-
âàëåíòíîé, åñëè ∃p ∈ P òàêîé, ÷òî äëÿ p êàòåãîðèè v è w ñîâïàäàþò.

Åñëè ãîâîðèòü ôîðìàëüíî, òî ∀p ∈ P îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå
ηp : Vp → [1, k].

Îïðåäåëåíèå 21. v, w ∈ V áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè ïî Ãîðâèö-

Øàïèðî è îáîçíà÷àòü v
HS∼ w, åñëè è òîëüêî åñëè ∃p ∈ P : v, w ∈ Vp è

ηp(v) = ηp(w).

Ïðèìåð 18. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð:

p1 = &a;

p1 = &b;

p1 = &c;

p2 = &c;

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé k = 2.
Ïóñòü ηp1(a) = ηp1(b) = 1, à ηp1(c) = 2. Òîãäà

p1 a,b

p2 c

Ðèñ. 3: Ãîðâèö-Øàïèðî. Óäà÷íûé âûáîð êàòåãîðèé
Â äàííîì ñëó÷àå òî÷íîñòü àíàëèçà ñîîòâåòñòâóåò àëãîðèòìó Àíäåðñåíà.

Îäíàêî, åñëè æå ηp1(a) = 1, à ηp1(b) = ηp1(c) = 2, òî

p1 a

p2 b,c

Ðèñ. 4: Ãîðâèö-Øàïèðî. Íåóäà÷íûé âûáîð êàòåãîðèé
Â äàííîì ñëó÷àå ìû ïîòåðÿëè â òî÷íîñòè, ò.ê. ðåçóëüòàò ãîâîðèò, ÷òî
b ∈ Vp2. Íî ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàò òî÷íåå Ñòèíñãàðäà, ò.ê.
â åãî ñëó÷àå îøèáî÷íî ðåøàåòñÿ, ÷òî a, b ∈ Vp2.

Èç ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî òî÷íîñòü àíàëèçà ñèëüíî çà-
âèñèò îò ðàçáèåíèÿ íà êàòåãîðèè, ò.å. îò âûáîðà îòîáðàæåíèé ηp.
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5.3.2 Êîíêðåòèçàöèÿ

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåàëèçàöèè, ôîðìèðîâàíèå |P| îòîáðàæåíèé íå ÿâëÿåòñÿ
ïðàêòè÷íûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì âûáèðàåòñÿ îäíî îòîáðàæåíèå η : V → [1, k].
Òîãäà ∀p ∈ P,∀v ∈ Vp → ηp(v) = η(v).

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìà â äàííîì ñëó-
÷àå áóäåò ðàâíà O(k2n).

Ðåçóëüòèðóþùèé àíàëèç óêàçàòåëåé ξ íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò
âûáîðà η (äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ξη). Ïðè ýòîì íåçàâèñèìî îò âûáî-
ðà η ξη îñòàåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì, ÷òî ïîçâîëÿåò äëÿ íåñêîëüêèõ âûáî-
ðîâ îòîáðàæåíèÿ η1, . . . , ηm ïðîèçâåñòè êîìïîçèöèþ àíàëèçîâ óêàçàòåëåé
ζ = ξη1 ◦ · · · ◦ ξηm . Ïî òåîðåìå î êîìïîçèöèè êîíñåðâàòèâíûõ àíàëèçîâ
óêàçàòåëåé èìååì, ÷òî ζ êîíñåðâàòèâåí è ∀i ∈ [1,m]→ ξηi ≤ ζ.

Òàê êàê ìû çàïóñêàåì ñõîæèå àëãîðèòìû m ðàç, òî è ðåçóëüòèðóþ-
ùàÿ ñëîæíîñòü ðàâíà O(mk2n).

Îäíàêî, äî ñèõ ïîð îñòàëñÿ íåðåøåííûì âîïðîñ î òîì, ÷òî äåëàòü ñ
îòîáðàæåíèÿìè η1, . . . , ηm è êàêîìó ñâîéñòâó íåîáõîäèìî èõ ñòðîèòü.

Ãîðâèö è Øàïèðî ïðåäëîæèëè ñëåäóþùåå ýâðèñòè÷åñêîå ïðàâèëî:
∀v, w ∈ V : v 6= w → ∃i ∈ [1,m] : ηi(v) 6= ηi(w). Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, äëÿ
ëþáîé ïàðû ïåðåìåííûõ âåðíî, ÷òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ηi, êîòîðîå
îïðåäåëÿåò v è w â ðàçíûå êàòåãîðèè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó. Ïåðåíóìåðóåì êàæäóþ ïåðåìåí-
íóþ ïî îñíîâàíèþ k. Òîãäà êàæäîé ïåðåìåííîé áóäåò ñîïîñòàâëåíî m-
çíà÷íîå ÷èñëî. Èìåííî m áóäåò êîëè÷åñòâîì çàïóñêîâ, à i-ûé ðàçðÿä
áóäåò êàòåãîðèåé äàííîé ïåðåìåííîé â i-îì çàïóñêå.

Ïðèìåð 19. Ïóñòü èìååòñÿ 4 ïåðåìåííûå a, b, c è d è k = 2. Ïðîíóìå-
ðóåì ïåðåìåííûå:

a00, b01, c10, d11

Òîãäà ÷èñëî çàïóñêîâ m = blog2(4 − 1)c + 1 = 1 + 1 = 2. Ïðè ïåðâîì
çàïóñêå ïåðåìåííûå a è c ïîïàäóò â îäíó êàòåãîðèþ, à b, d â äðóãóþ.
Ïðè âòîðîì æå â ïåðâóþ êàòåãîðèþ ïîïàäóò a è b, à c è d âî âòîðóþ.

Óòâåðæäåíèå 6. Ïîäîáíîå ðàñïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèé η1, . . . , ηm ñî-

îòâåòñòâóåò ïðàâèëó, ñôîðìóëèðîâàííîìó âûøå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðàâèëî íå âûïîëÿíåòñÿ, òîãäà ∃v, w ∈ V : v 6=
w,∀i ∈ [1,m] : ηi(v) = ηi(w). Îäíàêî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ÷èñëàõ, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ v è w âñå ðàçðÿäû ðàâíû, ÷åãî íå ìîæåò áûòü ïðè v 6= w.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðè òàêîì ïîäõîäå èìååì m = blogk(n − 1)c + 1 è, ñîîòâåòñòâåííî,
âðåìÿ âûïîëíåíèÿ O(logk(n)k2n).
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5.3.3 Ïîñòðîåíèå àíàëèçà

Ñîáñòâåííî àëãîðèòì îòëè÷àåòñÿ îò Ñòèíñãàðäà òåì, ÷òî ðàáîòàåò blogk(n−
1)c + 1 ðàç è óñòàíàâëèâàåò íåìíîãî îòëè÷àþùååñÿ îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè.

Àëãîðèòì 3: (Ãîðâèö-Øàïèðî)

enumerate V;
m← blogk(n− 1)c+ 1;
for j ∈ [1,m] do

while changed do
changed← false;
foreach i ∈ I do

if not Λ(i)(ξj) then
solve and merge categories Λ(i)(ξj);
changed← true;

end

end

end

end

ζ ← ξ1 ◦ · · · ◦ ξm;

5.3.4 Ðåçóëüòàòû

Íà 25 òåñòàõ, ïðè èñïîëüçîâàíèè 3 êàòåãîðèé, ðåçóëüòèðóþùèå ìíîæå-
ñòâà, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì Ãîðâèö-Øàïèðî, â ñðåäíåì â 2.67 ðàç áîëüøå,
÷åì ìíîæåñòâà Àíäåðñåíà (äëÿ Ñòèíñãàðäà ýòîò ìíîæèòåëü ðàâåí 4.75).

Ïîäõîä Ãîðâèö-Øàïèðî ìåäëåííåå Ñòèíñãàðäà, íî îò 7 äî 25 ðàç áûñòðåå
Àíäåðñåíà.

6 Ñîâðåìåííûå ïîäõîäû

Ñ ðîñòîì, êàê ïðîèçâîäèòåëüíîñòè êîìïüþòåðîâ, òàê è îáúåìîâ ïàìÿ-
òè, ñíîâà ïðîÿâèëàñü òåíäåíöèÿ ê ïîëó÷åíèþ áîëåå òî÷íûõ àíàëèçîâ. Â
êà÷åñòâå îñíîâû áûë âûáðàí ïðèíöèï Àíäåðñåíà, îäíàêî, ñïîñîáû ðàç-
ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíèé çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ.

Ïåðåä ðàññìîòðåíèåì íåïîñðåäñòâåííî ìåòîäîâ íåîáõîäèìî ïðåäñòà-
âèòü ñòðóêòóðó äàííûõ, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ
àëãîðèòìîâ.

6.1 Ãðàô îãðàíè÷åíèé

Ïðåæäå âñåãî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ÷èñëî îñíîâíûõ èíñòðóêöèé áûëî ñî-
êðàùåíî ñ 6 äî 4 (ïî ñðàâíåíèþ ñ Àíäåðñåíîì).
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6.1.1 Îãðàíè÷åíèÿ

• p = &a;

• p = q;

• p = *r;

• *p = &a;

• *p = q;

• *p = *r;

⇒

• p = &a;

• p = q;

• p = *r;

• *p = q;

Ýòî ñäåëàíî, ïîòîìó ÷òî èíñòðóêöèè *p = &a; è *p = *r; ñâîäÿòñÿ ê
îñòàëüíûì ïðîñòûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, òî åñòü *p = &a;≡ t = &a; *p = t;

è *p = *r; ≡ t = *r; *p = t;.
Îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ îñíîâíûìè èíñòðóêöèÿìè, ïîëó÷èëè íåñêîëü-

êî èíûå îáîçíà÷åíèÿ è ñïåöèàëüíûå íàçâàíèÿ:

Èíñòðóêöèÿ Îãðàíè÷åíèå Íàçâàíèå îãðàíè÷åíèÿ Ñìûñë îãðàíè÷åíèÿ

p = &a p ⊇ {a} Áàçîâîå îãðàíè÷åíèå b ∈ Vp
p = q p ⊇ q Ïðîñòîå îãðàíè÷åíèå Vp ⊇ Vq
p = ∗q p ⊇ ∗q Ñëîæíîå îãðàíè÷åíèå I ∀t ∈ Vq → Vp ⊇ Vt
∗p = q ∗p ⊇ q Ñëîæíîå îãðàíè÷åíèå II ∀t ∈ Vp → Vt ⊇ Vq

Òåïåðü ìîæåì ïåðåõîäèòü íåïîñðåäñòâåííî ê ãðàôó îãðàíè÷åíèé.

6.1.2 Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå 22. Ãðàôîì îãðàíè÷åíèé G áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùóþ
ïÿòåðêó < V,E, ξ, C1, C2 >, ãäå

V = P - ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà îãðàíè÷åíèé
E - ìíîæåñòâî îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð ãðàôà, òàêîå ÷òî ∀a, b ∈ P →

((a, b) ∈ E ⇔ Vb ⊇ Va). Èçíà÷àëüíî

E = E0 = {(a, b) : a, b ∈ P è èìååòñÿ îãðàíè÷åíèå b ⊇ a}

ξ - àíàëèç óêàçàòåëåé, êîòîðûé ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé âåðøèíå p ìíî-
æåñòâî Vp, èçíà÷àëüíî

ξ : ∀p ∈ P → ξ(p) = {v : v ∈ V è èìååòñÿ îãðàíè÷åíèå p ⊇ {v}}

C1 - îòîáðàæåíèå P → 2P , òàêîå ÷òî

∀p ∈ P C1(p) = {q : q ∈ P è èìååòñÿ îãðàíè÷åíèå q ⊇ ∗p}

Òî åñòü êàæäîé âåðøèíå ãðàôà p îòîáðàæåíèå C1 ñîïîñòàâëÿåò ìíîæå-
ñòâî âåðøèí, êîòîðûå âõîäÿò â ñëîæíûå îãðàíè÷åíèÿ I âìåñòå ñ ∗p
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C2 - îòîáðàæåíèå P → 2P , òàêîå ÷òî

∀p ∈ P C2(p) = {q : q ∈ P è èìååòñÿ îãðàíè÷åíèå ∗ p ⊇ q}

Òî åñòü C2 èäåíòè÷íî C1 c òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ
ñëîæíûå îãðàíè÷åíèÿ II.

6.1.3 Ðàçðåøåíèå îãðàíè÷åíèé íà ãðàôå

Òåïåðü ñëåäóåò ðàññìîòðåòü äàííûé ãðàô ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèÿ ïî-
ñòðîåíèÿ àíàëèçà.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñèòóàöèé, êîòîðûå ïîçâîëÿò ïîíÿòü êàê óñòðî-
åíî ïîñòðîåíèå àíàëèçà.

• Ïóñòü a, b ∈ P, (a, b) ∈ E è ξ(a) = {c}. Òàê êàê (a, b) ∈ E, òî
ξ(b) ⊇ ξ(a), òî åñòü ξ(b) ⊇ {c} è, åñëè c íå áûëî â ξ(b), òî åãî
íåîáõîäèìî äîáàâèòü. Ïîäîáíàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàñïðîñòðà-

íåíèåì çíà÷åíèé ïî ðåáðàì ãðàôà îãðàíè÷åíèé.

Åñëè èçîáðàçèòü ïîäîáíóþ ñèòóàöèþ ñîáñòâåííî â âèäå ãðàôà, òî
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå:

a b
{c}

Ðèñ. 5: Äî

a b
{c} {c}

Ðèñ. 6: Ïîñëå

• Ïóñòü a, b ∈ P, ξ(a) = {c} è C1(a) = {b}. Èç òîãî êàê ñôîðìóëèðî-
âàíî C1 ñëåäóåò, ÷òî ∀t ∈ Va → Vb ⊇ Vt, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Vb ⊇ Vc,
è ñëåäóåò äîáàâèòü ðåáðî (c, b).

Åñëè èçîáðàçèòü ïîäîáíóþ ñèòóàöèþ ñîáñòâåííî â âèäå ãðàôà, òî
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå:

c b

a
{c}

Ðèñ. 7: Äî

c b

a
{c}

Ðèñ. 8: Ïîñëå

• Ïóñòü a, b ∈ P, ξ(a) = {c} è C2(a) = {b}. Èç òîãî êàê ñôîðìóëèðî-
âàíî C2 ñëåäóåò, ÷òî ∀t ∈ Va → Vt ⊇ Vb, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Vc ⊇ Vb,
è ñëåäóåò äîáàâèòü ðåáðî (b, c).

Åñëè èçîáðàçèòü ïîäîáíóþ ñèòóàöèþ ñîáñòâåííî â âèäå ãðàôà, òî
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå:
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c b

a
{c}

Ðèñ. 9: Äî

c b

a
{c}

Ðèñ. 10: Ïîñëå

Íà îñíîâàíèè âñåãî ëèøü ýòèõ òðåõ ïðàâèë çàïèøåì èòåðàòèâíûé
àëãîðèòì ðåøåíèÿ, êîòîðûé òàêæå íàçûâàþò àëãîðèòìîì äèíàìè÷åñêîãî

òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ.

Àëãîðèòì 4: (Äèíàìè÷åñêîå òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå)

W ← V ;
while W 6= ∅ do

n← get from W ;
remove n from W ;
foreach v ∈ ξ(n) do

foreach a ∈ C1(n) do
if (v, a) 6∈ E then

E ← E ∪ {(v, a)};
W ←W ∪ {v};

end

end

foreach b ∈ C2(n) do
if (b, v) 6∈ E then

E ← E ∪ {(b, v)};
W ←W ∪ {b};

end

end

end

foreach (n, z) ∈ E do
ξ(z)← ξ(z) ∪ ξ(n);
if ξ(z) changed then

W ←W ∪ {z};
end

end

end

6.1.4 Ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà

Ïðèìåð 20. Ðàññìîòðèì ðàáîòó àëãîðèòìà íà ñëåäóþùåì êîäå:

B = &A;

A = &C;

D = A;

*D = B;
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A = *D;

Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà P = {A,B,C,D}, E = E0 = (A,D), ξ(B) =
{A}, ξ(A) = {C}, C1(D) = {A} è C2(D) = {B}.

Èçîáðàçèì äàííûé ãðàô:

A B

D C

{A}{C}

Íà÷íåì àëãîðèòì

1. W = {A,B,C,D};

2. n = A è W = {B,C,D};

3. C1(A) = C2(A) = ∅, ïîýòîìó íè÷åãî íå äåëàåì;

4. (A,D) ∈ E, ïîýòîìó ξ(D) = ξ(D) ∪ ξ(A) = ∅ ∪ {C} = {C};

A B

D C

{A}{C}

{C}

5. Äîáàâëÿåì D â W . W = {B,C,D};

6. n = B è W = {C,D};

7. C1(B) = C2(B) = ∅, ïîýòîìó íè÷åãî íå äåëàåì;

8. Ðåáåð èç B íåò, íè÷åãî íå äåëàåì;

9. n = C è W = {D};

10. C1(C) = C2(C) = ∅, ïîýòîìó íè÷åãî íå äåëàåì;

11. Ðåáåð èç C íåò, íè÷åãî íå äåëàåì;

12. n = D è W = ∅;

13. v = C è C1(D) = {A}, ïîýòîìó äîáàâëÿåì ðåáðî (C,A);
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A B

D C

{A}{C}

{C}

14. Äîáàâëÿåì C â W . W = {C};

15. v = C è C2(D) = {B}, ïîýòîìó äîáàâëÿåì ðåáðî (B,C);

A B

D C

{A}{C}

{C}

16. Äîáàâëÿåì B â W . W = {B,C};

17. Ðåáåð èç D íåò, íè÷åãî íå äåëàåì;

18. n = B è W = {C};

19. C1(B) = C2(B) = ∅, ïîýòîìó íè÷åãî íå äåëàåì;

20. (B,C) ∈ E, ïîýòîìó ξ(C) = ξ(C) ∪ ξ(B) = ∅ ∪ {A} = {A};

A B

D C

{A}{C}

{C} {A}

21. Äîáàâëÿåì C â W . W = {C};

22. n = C è W = ∅;

23. C1(C) = C2(C) = ∅, ïîýòîìó íè÷åãî íå äåëàåì;

24. (C,A) ∈ E, ïîýòîìó ξ(A) = ξ(A) ∪ ξ(C) = {C} ∪ {A} = {C,A};
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A B

D C

{A}{C,A}

{C} {A}

25. Äîáàâëÿåì A â W . W = {A};

26. n = A è W = ∅;

27. C1(A) = C2(A) = ∅, ïîýòîìó íè÷åãî íå äåëàåì;

28. (A,D) ∈ E, ïîýòîìó ξ(D) = ξ(D) ∪ ξ(A) = {C} ∪ {C,A} = {C,A};

A B

D C

{A}{C,A}

{C,A} {A}

29. Äîáàâëÿåì D â W . W = {D};

30. n = D è W = ∅;

31. v = C, òàê êàê ðåáðà (C,A) è (B,C) óæå åñòü, íè÷åãî íå äåëàåì;

32. v = A è C1(D) = {A}, ïîýòîìó äîáàâëÿåì ðåáðî (A,A);

A B

D C

{A}{C,A}

{C,A} {A}

33. Äîáàâëÿåì A â W . W = {A};

34. v = A è C2(D) = {B}, ïîýòîìó äîáàâëÿåì ðåáðî (B,A);
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A B

D C

{A}{C,A}

{C,A} {A}

35. Äîáàâëÿåì A â W . W = {A};

36. Ðåáåð èç D íåò, íè÷åãî íå äåëàåì;

37. n = A è W = ∅;

38. C1(A) = C2(A) = ∅, ïîýòîìó íè÷åãî íå äåëàåì;

39. (A,D) ∈ E, ïîýòîìó ξ(D) = ξ(D)∪ξ(A) = {C,A}∪{C,A} = {C,A};

40. Ìíîæåñòâî ξ(D) íå èçìåíèëîñü, ïîýòîìó íè÷åãî íå äåëàåì;

41. Ìíîæåñòâî W = ∅, ïîýòîìó çàâåðøàåì ðàáîòó àëãîðèòìà.

37


